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1. Introduccion

La hipotesis de fractalidad (HF) de la naturaleza (Mandelbrot, 1982) implica
“auto-similaridad”, en el sentido de que las partes replican en una escala menor al
total. La fractalidad podra ser deterministica (tal como el tridangulo de Sierpinski y el
copo de nieve de Koch?) o estocastica (por ejemplo las ramas de arboles, las que
crecen de acuerdo a una escala fractal, la costa de Bretafia, y en principio, las series
temporales de rendimientos accionarios).

Si la HF es correcta, entonces los ciclos naturales y economicos deben tener una
“memoria” de largo plazo (unos 10 6 15 afios), mucho mayor de las que normalmente
detectan los modelos autorregresivos, AR(n). Si es posible detectar el comportamiento
de tales ciclos, se tendrian importantes implicancias en el caso, por ejemplo de la
administracion de portafolios financieros, por cuanto seria posible predecirlos, y de
esta manera obtener beneficios anormales. Naturalmente la HF de los mercados
financieros se antepone a la tradicional hipdtesis de eficiencia de mercados (Fama,
1970), base de la mayor parte de la teoria financiera actual.

La metodologia que a continuacion desarrollamos debe su nombre al hidrologo
H. Hurst, quien entre los afios 50 y 60 estudio como la capacidad de reserva de las
represas del rio Nilo debia fluctuar a través del tiempo, donde el influjo de agua de las
lluvias seguiria un comportamiento de tipo random walk. Hurst extendié
posteriormente su estudio a otros fendmenos naturales tales como: descargas de rios,
niveles de rios y lagos, temperaturas y presiones atmosféricas, nimeros de puestas de
sol, nimeros de anillos en los arboles, etc.

" Los autores son Académicos de la Escuela de Ing. Comercial de la U. Catolica del Norte . Coquimbo.
2 Ambos casos descritos en Peters (1991)



Recientemente (1989) Edgar Peters efectud estimaciones similares para series
de retornos mensuales del S&P 500 y para retornos de bonos del tesoro de los EEUU
con similares resultados a los obtenidos por Hurst.

Nuestro objetivo es efectuar un estudio similar para una serie de datos del
Indice General de Precios de las Acciones de la bolsa de comercio de Santiago de
Chile, exponer en detalle la metodologia y discutir los resultados obtenidos.

2. El Exponente de Hurst

Si asumimos que el retorno diario observado en un titulo bursatil es :
(1) una variable aleatoria independiente y
(i1) con igual varianza cada dia, entonces podemos escribir la varianza semanal
simplemente como la suma de las varianzas diarias, es decir:

o’ (lu+ ma+ mi + ju+vi)= 50" (lu)
Ecuacion 1

donde lu, ma.,... esta referido a los dias lunes, martes,..., > es la varianza diaria. Esto
es asi dado que asumida independencia, todas las covarianzas correspondientes seran
nulas, y ademas dado que los rendimientos son todos iguales (lu=ma=...), podemos
factorizar por la varianza del dia lunes, por ejemplo.

La Ecuacion 1 nos muestra una relacion lineal entre el riesgo de diferentes
periodos de tiempo, de donde se deduce la regla “T"*”, bajo la cual podemos
transformar el riesgo diario (medido como la desviacion estandar, ) a riesgo semanal
simplemente multiplicando por la raiz cuadrada de T=>5 dias, de acuerdo a la Ecuacién 2°.
Asi, cumpliéndose los 2 supuestos basicos podremos aplicar cualquier transformacion
de tiempo conociendo el valor de T apropiado, y elevando T a un numero que
adquirira gran significado: 1/2.

o(periodo 1) = o( periodo 2) T"*

Ecuacion 2

En adelante mantendremos el supuesto (ii) de homocedasticidad (igual
varianza) y en cambio nos concentraremos en un eventual levantamiento del supuesto

3 A. Einstein en 1908 habria estimado que la distancia que cubre una particula aleatoria aumenta con la raiz cuadrada del
tiempo de medicion, siendo ésta una aplicacion directa de la regla.



(1). Si por algiin motivo los rendimientos, por ejemplo diarios estan correlacionados
con los rendimientos semanales, ya sea en un sentido positivo o negativo, implicara
que las covarianzas interdiarias son no nulas deduciéndose que el exponente de la
Ecuacion 2 sea distinto de 0,5. Si por ejemplo la correlacion es positiva entonces el
término de lado izquierdo en la Ecuacion 2 serd mayor que en el caso de independencia,
luego para mantener la igualdad el exponente de T debe ser mayor que 0,5, es decir
debemos asociar correlacion positiva con un exponente mayor que 0.5, independencia
con un exponente igual a 0.5 y andlogamente correlacién negativa con un exponente
menor que 0.5. En realidad puede demostrarse que el valor de este exponente debe
estar entre 0 y 1. En consecuencia el exponente de la Ecuacion 2 €s una consecuencia
directa de los supuestos previos de homocedasticidad e independencia.

Una prueba sencilla del grado de cumplimento del supuesto de independencia
sobre una cierta serie de datos historicos consiste en estimar empiricamente si el
coeficiente anterior es 0.5 o no. Para esto se plantea una relacion ain mas general que
la referida en la Ecuacion 2 en las que se incorporan dos nuevos coeficientes a ser
estimados. La Ecuacién 3 relaciona la variabilidad de dos series de datos x e y, con el
periodo de tiempo que las vincula. El coeficiente a tiene un valor esperado de 1 y el
coeficiente H un valor esperado de 0.5.

o(y)=a(T)" o(x)

Ecuacion 3

Para la estimacion econométrica de esta ecuacidon, reemplazamos x por otra
medida de dispersion llamada el rango (R). Dividimos ambos lados de la igualdad por
o(x) a fin de estandarizar los datos. A la serie de datos R/c(x) se le ha denominado
rango reescalado (R/S), lo que da un nombre alternativo a este tipo de estudios:
Rescaled Range Analysis. Para la estimacion econométrica de la Ecuacién 3 s0lo basta
linealizar aplicando logaritmos y proceder al ajuste via minimos cuadrados para
obtener una proxy de H (también llamado coeficiente de Hurst) que correspondera a la
pendiente de la recta estimada. El modelo a estimar es:



LN(R/o)=LN(a)+HLN(N)+¢

Ecuacion 4

donde:

R/c=rango reescalado cuyo procedimiento de estimacién describiremos a
continuacion

H=coeficiente de Hurst

o=desviacion estandar de las observaciones

e=los residuos del modelo

3. Los Datos y l1a Metodologia

Usamos la serie de variaciones diarias del Indice General de Precios de las
Acciones de la bolsa de Comercio de Santiago para el periodo enero 1992 a diciembre
de 1991 (N=2400 datos). El procedimiento seguido es descrito a continuacion:

Paso 1: Se particiona la muestra total en submuestras de similar tamafo, n=2400/1,
donde i=1 (inicialmente trabajamos con la muestra total, es decir, para i=1 tenemos
que n=N). Para cada particion de tamafio n se calculd la media y desviacion estandar.

Paso 2: Calculamos las diferencias y las diferencias acumuladas de cada observacion
con respecto a la media de su grupo respectivo. Identificamos la maxima y la minima
diferencia acumulada de cada grupo. La diferencia (resta) de estos valores extremos
es llamada el rango de cada particion.

Paso 3: Dividimos el rango por la desviacion estandar para obtener el rango
reescalado (R/S) de cada particion. El promedio de tales rangos sera el valor de (R/S)
a usar, y que junto con el tamafio de las particiones (n), constituye un par de datos
para la regresion.

Paso 4: Hacemos i=2 y volvemos al Paso 1. Repetimos este ciclo para i=3, 4, 6, 8§,

12, 18, 27, 40, 53, 80 y 160, para obtener 13 pares de datos como los descritos en el
4

paso 3.

* Note que, por ejemplo, la ultima particion de la muestra considerd 160 grupos de 15 observaciones cada uno.



4. Los Resultados comparados

La Tabla 1 muestra los resultados obtenidos al seguir el procedimiento
anteriormente descrito y de aplicar el logaritmo natural.

Tabla 1 : Analisis R/S para las Variaciones Diarias del IGPA
1982 - 1991

n R/S[ LN (n)] LN (R/S)
2400| 140,520 7,783 4,945
1200 78,294] 7,090] 4,360
800| 53,498 6,685 3,980
600| 49,145 6,397| 3,895
400| 37,543 5991 3,625
300] 33,205 5,704] 3,503
200] 25,465 5298] 3,237
135 21,115] 4,905| 3,050
90| 14,718| 4,500] 2,689
60| 10,969| 4,004] 2,395
45]  9.448[ 3,807| 2,246
30| 7,140] 3,401 1,966
15| 4,589 2,708] 1,524

En base a la Ecuacion 4 corremos una regresion lineal simple para las ultimas dos
columnas de datos de la tabla anterior. Los resultados se muestran en la Tabla 2

Tabla 2: Resultados de la Regresion

H Estimado 0,6525
Standard Error de H 0,0122
R Cuadrado 0,9962
Constante -0,2456
Standard Error de R/S 0,0645

El Gréfico 1 compara el ajuste de la regresion con los datos reales y la recta que
se obtendria con pendiente 0,5 (H=0,5), donde se aprecia claramente que la magnitud
de la diferencia del coeficiente que hemos estimado respecto del caso de
independencia en las observaciones es hacia una correlacion positiva.



Grafico 1 : Analisis R/S para el IGPA
1982-1991
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A efectos de comparacion mostramos en la Tabla 3 y el Grafico 2 los resultados
obtenidos por Peters (1989).

Tabla 3: Analisis de R/S para el S&P 500

Peters (1989)

n|  R/S[ LOG (n)] LOG (R/S)
463| 31,877 2,666 1,503
230[ 22,081 2,362 1,344
150 16,795] 2,176 1,225
116] 12,247 2,064 1,088
75| 12,182 1,875 1,086
52| 10,121] 1,716 1,005
36| 7,689 1,556 0,886
25 6,296] 1,398 0,799
18| 4,454] 1,255 0,649
13| 3,580 1,114 0,554
6| 2,168 0,778 0,336




Grafico 2 : Analisis R/S para S&P 500
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4. Conclusiones

Nuestros resultados muestran un coeficiente H de 0,65, similar a los resultados
obtenidos por Peters para el caso norteamericano y a los resultados de Hurst para
varios fenomenos naturales.

Si la hipotesis de fractalidad es correcta y se cumplen ademas los supuestos de
homocedasticidad, entonces algun grado de capacidad de prediccion para los retornos
accionarios seria posible de efectuar, lo que seria ttil para efectos de desarrollar
estrategias de inversion que pudieran derrotar al mercado en alguna medida. Aun
mas, este resultado mostraria de un modo adicional que los rendimientos accionarios
no siguen un comportamiento de random walk puro sino sesgado.

A pesar de lo anterior, poco podemos decir acerca de como debe desarrollarse
la estrategia ganadora, ya que si bien existiria una correlacion promedio positiva de
largo plazo, esta correlacion podria ser tan ruidosa (poco significativa) como poco
practica.
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